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RESUMEN

Se introducen en esta primera parte las ideas generales que hacen posible la aplicacién de métados de optimizacidn
dinamica al manejo de una pesqueria que explota de modo fundamental a una poblacion uniespecifica. Se presenta
una derivacion heuristica de la ecuacién de Bellman de la programacién dindmica. Un tratamiento similar es utilizado
para establecer el principic del médximo de Pontryagin. Este se usa para obtener la estrategia de control que maximiza
el beneficio social derivado de la explotacion. La optimalidad de dicha estrategia se corrobora en un primer apéndice
mediante el uso de procedimientos directos. La aplicacion de métodos de programacion dindmica para obtener la
estrategia arriba mencionada en el caso auténomo y bajo la aplicacion de controles de impulso se presenta en un
segundo apéndice.
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ABSTRACT

This introductery part of our treatise presents the generat ideas behind the application of dynamic optimization procedures
fo the management of a fishery. A heuristic derivation of Bellman’s equation of dynamic programming is provided. The
Pontryagin Maximum Principle is also justified at that level of presentation. This last result is applied to characterize
the control strategy that induces the maximum social benefit derived from the fishery. The optimality of the derived
strategy is corroborated by means of a direct analysis and included in a first appendix Invoking impulse controls in the
autonomous case; in a second one we include an example of the use of dynamic programming methods for the derivation
of the above quoted strategy.

Key words: Bioeconomical models, fisheries, theoretical toals.

INTRODUCCION

En los sistemas de aprovechamiento de recursos
naturales renovables el recursa se ubica en una compleja
red de interacciones con otros seres vivos influenciadas
por la variabilidad del medioc ambiente. La estimacién de
los niveles de biomasa que pueden ser usufructuados a fin
de obtener el miximo beneficio social es dificil.

Necesariamente la instrumentacidn de estrategias de
manejo racional requiere del concurso de metodologias
analiticas.

El problema del manejo racional de un recurso pesquera,
conduce necesariamente a la utilizacion de modelos holistas.
Estos consideran un gran ndmero de variables. Las
complicaciones relacionadas con el acopio de la informacion
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para su identificacion hacen necesaria la introduccion de
simplificacicnes adicionales. En este escenario, se utilizan
alternativamente modelos reduccionistas conacidos como
modelos de produccién excedente o simplemente de
produccion {Schaefer, 1954). En ellos Ia biomasa aparece
como una variable agregada. A pesar de tal limitacién, en
muchas ocasiones representan la Ginica herramienta
analitica disponible e incluso se considera que en algunos
Casos poseen ventajas sebre modelos basados en
representaciones de la dinamica poblacional del recurso
expiotado basadas en ia estructura de edades {Ludwig and
Walters, 1985). En general pretenden auxiliar al bidlogo
pesquero en la tarea de determinar la relacién directa entre
la porcién que puede extraerse sostenidamente de una
pablacion y el tamafio de la misma. Poseen ademds la
ventaja de permitir obtener resultados analiticos gue hacen
posible el disefio de criterios de manejo que pueden
complementar resuitados obtenidos por otros métodos.

El objetivo de esta primera parte es presentar el marco
conceptual y las herramientas formales que permiten, a
partir de los modelos de produccién, desarrollar métodos
de optimizacién dindmica aplicados al manejo de recursos
pesqueros. Dichos métodos se ubican principalmente en la
teoria del control dptimo v en la programacién dindmica.
Se hara énfasis mas bien en desarrollos heuristicos que en
aspectos formales. Se abordaran (nicamente problemas
deterministicos y a tiempe continuo. No obstante, la revisién
del material presentado permitiré al lector la comprensién
de problemas tanto en mayores dimensiones como de
caracter estocdstico.

Sin lugar a dudas [a teorfa del control 6ptimo es una
extension def céiculo de variaciones. Con la invencin dei
calculo por Newton y Leibnitz se estimulé grandemente el
estudio de problemas variacionales. Los trabajos de Euler
en 1744 dieron al célculo de variaciones la coherencia
tedrica que lo consolidd como una poderosa herramienta
cientifica. Su utifidad ha sido demostrada en el establecimiento
del principio de Hamilton, Ia teoria de la relatividad general
de Einstein y la ecuacion de onda de Schréedinger
{Simmons, 1972). La mayoria de los resultados relacionados
con el establecimiento de condiciones suficientes para la
optimalidad en un problema de control a tiempo continuo
fueron establecidos antes de 1940 (Bliss, 1946},

Al inicio de la década de los cincuenta se formulé el
principio de optimalidad. Su comunicacién formal aparecié
en el tratado de Bellman sohre programacién dindmica
(Bellman, 1957). Aplicaciones al tratamiento de problemas
de control automatico motivaron el establecimiento en 1953
del principio de! maximo por Pontryagin {Pontryagin, et al.,
1962). Puede afirmarse sin lugar a duda que en dicha década
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se desarrollaron los resultados fundamentales de la teoria
del control 6ptimo. Se considera que ésta aparece ya
claramente delineada en los trabajos de D. Bushaw {1958},
quien conjeturé el principio del control alternante {Bang-
Bang} para problemas fineales. La conjetura de Bushaw fue
demostrada poco después por J. P. La Salle en su ensayo
sobre control dptimo a tiempo continuo {La Salle, 1960).

La teorfa del control éptimo se fundamenta en el
Principio del Maximo de Pontryagin, o en variantes del
mismo. A los desarrollos en esta linea se les denominan a
veces métodos variacionales debido a su proximidad con
el calculo de variaciones; véase, por ejemplo, Kamien Vi
Schwartz (1981). La programacion dinamica se basa en el
principio de optimalidad {véase Casti, 1989). La teoria del
control dptimo es de la mayor utilidad para resolver los
problemas deterministas en tiempo continuo. Existe un
principio discreto del maximo, que se emplea a veces an
problemas deterministas en tiempo discreto, pero
normalmente es la programacién dindmica el método de
preferencia en tales situaciones. En los probiemas
estocasticos se emplea invariablemente la programacicn
dindmica; aunque existe un principio estocéstico del
maximo, parece ser de poca utilidad en la resolucién de
prablemas précticos.

Las aplicaciones de la teoria dei control Gptimo en
problemas ecoldgicos aparecen a finales de las décadas de
los sesenta {Watt, 1968). El problema de la explotacién
optima de una poblacién piscicola fue abordade inicialmente
por B. S. Goh (Goh, 1969). Sin embargao, la aplicacién de
dichas metodologias al manejo racional de un recurso
pesquero se desarrolié a partir de la contribucién de H. S,
Gordon, sobre la explotacion de un recurso de acceso
irrestricto, en la cual se introduce el concepto de equilibrio
biondmico (Gorden, 1954). Cabe también sefialar que [a
aportacion de M. B. Schaefer sobre dindmica de poblaciones
explotadas bajo influencia de variables econdmicas que
introdujo el concepto de maximo rendimiento sustentable
{Schaefer, 1957), contribuyd fuertemente al desarrollo de
metodologias basadas en la teorfa de control dptimo. La
conceptualizacidn bioecondmica para el problema de manejo
de un recurso aparece por primera vez en los trahajos de C.
W. Clark sobre politicas econémicas Gptimas ¥ su
importancia para la utilizacién de recursos renovables (véase
Clark, 1990). Podria decirse que estos Gltimos desarrollos
corresponden con el marco conceptual mas general para el
disefio de estrategias de control éptimo para sistemas de
explatagion piscicola.

En la segunda seccidn se presenta el planteamiento del
problema general de control unidimensional a tiempo
continuo. Como un caso particular, en la tercera seccién se
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presenta el problema de control del sistema de explotacidn
de una pesqueria uniespecifica. La cuarta seccién describe
las ideas que fundamentan el principio de optimalidad y la
programacion dindmica. En una guinta seccion se
fundamenta a nivel heurfstico el principio del maximo de
Pontryagin. La caracterizacién de la estrategia de control
para una pesqueria uniespecifica basada en los desarrollos
introducidos en las secciones anteriores se deriva en la
sexta seccion. La optimalidad de dicha estrategia se
corrobora en un primer apéndice utilizando métodos
directos. Un segundo apéndice ilustra el uso de resultados
de programacién dindmica para demostrar formalmente la
existencia de la estrategia de controf arriba sehalada, en el
caso auténomo y bajo la suposicidn de que es posible aplicar
controles de impulsg {véase Clark 1990, pag. 58).

PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA DE
CONTROL UNIDIMENSIONAL A TIEMPO CONTINUO

El caso general del problema de control dptimo
unidimensignal a tiempo continuo, se define especificando
un sistema dinamico que expresa la derivada con respecto
al tiempo de una variable de interés x(#} en funcion de
cantidades pertinentes. Se supone que la accidn de control
se lleva a cabo sobre un intervalo [z,, T] con ¢, = 0,
conociéndose a T como extreme final del horizonte temporal
de explotacidn, pudiendo éste ser finito o infinito. Sobre la
variable x{z} se incluyen generalmente una condicidn inicial
y una final en los extremos del intervalo [¢,, 7] respectivamente.
Suele considerarse ademads, algin tipo de restriccion sobre
la variacién de x(z). Este tipo de restricciones se conocen
coma restricciones de variacidn de estado.

El sistema dinamico incluye una funcidn de control ()
que pertenece a una coleccion particular LI conocida coma
conjunto de admisibilidad. Cada caracterizacion de u(t)
determina las propiedades de la sclucidn x(t). En este
sentido, x(2) se denomina respuesta a una accion de control
u(t). Usualmente el conjunto de funciones U es definido
por propiedades de continuidad y diferenciabilidad en
conjuncién con alguna restriccion sobre la variacion de la
funcién de control. Por lo general las restricciones sobre la
variacion de x(z) y u(z) se expresan implicitamente. Mas
aun en ciertas aplicaciones se hace necesario establecer
un tipo de restriccion conjunta para x(t) y u(t).

El problema de control puede incluir un término definido
en funcion del valor x(T) de la respuesta en el extremo final
del horizonte temporal de explotacidn gue se conoce como
valor de liquidacidn. Se expresa generalmente en términos
tie una funcidn implicita de 7 y x(7). El sistema dinamico
en conjuncién con las condiciones temporales define un
problema con condiciones de frontera. En el caso mas
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general las restricciones pueden incluir desigualdades.
Finalmente se desea resolver ef problema de obtener el
maximo {o minimo) valor posible de una funcional definida
en términos de la funcién de control u(z) la respuesta x(z) y
la condicidn terminal. Usualmente dicha funcional representa
alguna cantidad de interés que se obtiene de la variacion
de la respuesta sobre el intervalo de control. En resumen el
problema de control unidimensional a tiempo continuo gue
abordaremos, se expresa en forma general mediante las
siguientes ecuaciones:

Sistema din4dmico %:f(x,t. ). (2.1}
Condicidn inicial x(to) = Xp. (2.2)
Condicion terminal x(T) = xr. (2.3)
Restriccion de admisibilidad Uruft), £) = 0,

o bien ut)c U {2.4)

Restriccion de variacién de estado B (x(z), 1} = 0. {2.5)

Valor de liquidacidn W(T, x(T}}. (2.6}
Funcional ohjetivo a
JOo,u, Tx(T)) = W(Tx(T))+ Lrl(x, t, W)dt. (2.7)
Problema de optimizacion
max W, u, T x(T)). (2.8}

El problema de optimizacidn (2.8) puede ser también
definido como la obtencién del minimo de la funcional
objetiva. Sin pérdida de generalidad en lo que resta del
presente trabajo supondremos que x(#) y u(t) son funciones
reales de variable real. La extension de los resultados aqui
mencionados a dimensiones mayores es inmediata (véase
Fleming y Rishel, 1975).

La maximizacidn de la funcional (2.7) sujeta a la
restriccion dindmica (2.1) admite diversas formas. Estas
se determinan en funcidn de las hipdtesis establecidas sobre
el dominio de controles admisibles 17, las propiedades del
estado x(z) principalmente su variacion, del grado de
suavidad de las funciones f y [ o bien que T sea finito o
infinito. La funcién de control optimo que maximiza fa
funcional objetivo (2.7} se denota mediante »%(z). Cuando
ésta se utiliza en el sistema dindmico (2.1) la correspondiente
funcién de respuesta se denota mediante x*(z) y se
denomina respuesta dptima o senda éptima.

En el contexto del problema de controi (2.1 — 2.8) se
conacen dos pracedimientos para la obtencion de la funcidn
de control éptimo. Ef primero se basa en el uso del principio
de optimalidad de Bellman y se conoce como aproximacidn
de circuito cerrado (Casti, 1989). Ei segundo de ellos
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conocido como aproximacion de circuito abierto utiliza el
principio del méximo de Poniryagin. Presentaremos a un
nivel accesible las ideas que fundamentan dichos métodos.
La caracterizacion de la estrategia de control que permite
obtener el mayor beneficio social derivado de la explotacion
de un recurso pesquero se obtendra mediante la aplicacion
del principio del maximo de Pontryagin. La aplicacién de
métodos de programacion dindmica para obtener la
mencionada estrategia en el caso autbnomo y bajo la aplicacion
de controles de impulso se ilustra en el apéndice A2.

3. EL PROBLEMA DE CONTROL PARA UNA
PESOUERIA UNIESPECIFICA

En el contexto de un sistema de explotacién pesquera
x(1) serd la biomasa del recurso explotado y el sistema
dindmice representard su tasa de cambio temporal
expresada mediante el balance de los factores que
determinan su crecimiento natural y el efecto asociade con
los procesos de extraccion. Se considerara que la biomasa
en ausencia de explotacion satisface la ecuacion diferencial
2 = x(t)g(x(t) (3.1
con una condicién inicial x(0) = x,, una final x(7) = x, ¥
donde g(x(1)) es una funcitn decreciente conocida como tasa
de crecimiento percapita, con gf K} = O para cierta constante
positiva K denominada capacidad de carga. Adicionalmente
supondremos que g’(K) toma un valor negativo. Bajo las
consideraciones anieriores la hiomasa poblacional moedelada
mediante la ecuacién {3.1) aumenta o disminuye a partir de x,
tendiendo hacia el equilibrio estable x(z) = K. Si el recurso se
encuentra sujeto a explotacion, el modelo a considerar es
& At)g(x(t) - h1) 3.2)
donde la funcidn de produccion k(z) representa la tasa de
explotacién del recurso al tiempo «. Clark {1990} propone la
ecuacién

h(t) = O(x(t)E(1), (3.3)
siendo Q(x(z)) creciente en x(t) y E(1) la tasa de esfuerzo
pesquero, la cual al tiempo ¢ determina la intensidad de la
explotacién. Dicho autor argumenta que esta definicion
proporciona ventajas desde el punto de vista matematico,
pues considera una dependencia lineal de la funcién de
produccién respecto al esfuerzo. Mas afin, el cardcter
creciente de Q(x(z)) modela adecuadamente el hecho de
que la tasa de explotacion asociada con un nivel de esfuerzo
E(t) no puede decrecer cuando el nivel de biomasa aumenta.

H. Echavarria Heras, ef al.

A diferencia de otros auiores que que toman como
variable de control 1a tasa de explotacidn h(t) (véase Ciark,
1990), en este trabajo consideraremos como funcion de
control al esfuerzo pesquero E(z) (Borbdn-Gonzalez, 1999).
Esto tiene Ja ventaja de usar como variable de control una
cantidad que puede ser medida directamente eliminando
dependencias de ésta con los valores de la respuesta x(z),
los cuales son mds dificiles de ser estimados directamente.
Ei correspondiente conjunto de admisibilidad E se definira
mediante la desigualdad

E - %E(t) l0<E) < Emml.  (34)
siendo E,.., (1) la funcién que caracteriza el mayar esfuerzo
pesquerc que es posible aplicar considerando que la flota
que realiza la explotacion posee dimensiones acotadas.

La caracterizacion de la funcional objetivo {2.7) y el
problema de optimizacidn {2.8} utiliza la nocién de beneficio
social derivado de la explotacién. El enfoque bioscondmico
define el mayor beneficio social asociado con la actividad
pesquera coma la maximizacion del valor presente del flujo
de ganancias sobre un horizonte de expiotacién [z, T].
Recordemos gue cuando una cantidad de dinero S, se
deposita inicialmente en una inversion a interés compuesto
luego de = aios su valor se incrementa exponencialmente
de acuerdo con la formula

S, =8, (1+ iy, (3.5)
donde i representa la tasa de interés anual. Consideremos
el parametro § = In(1 + i) el cual se conoce como tasa
instantdnea de descuento, ¢ bien como tasa neta de interés
anual pagado continuamente. Supongamos en primera
instancia que dicha tasa es invariable. A tiempo continuo
el resultado de la ecuacion {3.5) se generaliza facilmente y
se expresa como

S(t) = Spe®’. (3.6)

interpretandose, S(t) como el valor acumulado por la
inversién desde el momento del depdsito (¢ = 0) hasta un
tiempo arbitraric z. La funcion S(z; se identifica con el valor
que a un futuro ¢ se acumulara en la inversion (VF). A la
cantidad S, depositada inicialmente se le llama valor
presente (VP) y tiene una interpretacidn opuesta a la de
S(t). Puede considerarse como el descuento obtenido al
momento de liquidar una cantidad que debfa ser pagada en
un tiempo futuro. Asi, el valor presente VP, de una cantidad
5(t) que debe amortizarse en  afios a partir de la fecha se
obtiene de la ecuacion (3.6) expresandose como

VP, =58(t)e?". (3.7
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Consideremos el caso en el cual en el intervalo [£. T
se tiene un flujo continuo de pagos S(z) con vencimiento al
tiempo ¢ y supongamos adicionalmente que la tasa de
descuento es una funcién &) continua y positivamente
definida sobre el dominio anterior. En virtud de que al tiempo
t ¢l capital crece a una tasa proporcional al monto de la
inversidn S(z), siendo el factor de praoporcionalidad la tasa
de descuento &), debernos tener la ecuacién

45 _ s, (3:8)

Resolviendo la ecuacién diferencial anterior, considerando
de un pago S(t) que vencera en un tiempo futuro ¢ vendra dado
por

t
— ds
VP, = 8(t)e % ) .

(3.9)
y el valor presente VP, de un flujo de pagos o ingresos S(z)
colectados continuamente sobre un intervalo de tiempo
L=t=T debera ser

VP = f, jS(:)e'fr: dt. (3.10)

Denotemos mediante P(z} el precio en el mercado a
un tiempo ¢ de una unidad de biomasa capturada y mediante
C(x(1))el costo de captura de la misma suponiéndose Clx(t)
decreciente en x(z). De acuerdo con la ecuacién {3.3), la
ganancia neta instantanea asociada con una tasa de captura
h(t) resulta ser

R E()) = (P(t) — Cx(1))Q(L)E().

Clark {1990} argumenta que la dependencia de la
ganancia tanto en el nivel de biomasa como en el tiempo se
justifica en virtud de que los costos de captura aumentan
cuando la poblacion es menos abundante, tomando en
cuenta que el valor de mercado del producto varia con el
tiempo de acuerdo con las leyes de la oferta y la demanda.

(3.11)

Con el propésito de obtener la condicién de maximizacién
del beneficio social asnciado con una pesqueria, considera—
remos la funcional objetivo (Clark, 1990}

f
- wdu
HxET) = £ Te LS( ) R(xE)t,  {3.12)
donde R(x,E) se define mediante la ecuacién (3.11).

La ecuacion (3.10) permite interpretar a la funcional
(3.12) como el valor presente del flujo de ingresos de la
pesqueria sobre el horizonte temporal [7,, 7]. El méximo
beneficio social asociado con la explotacién puede
considerarse equivalente a la maximizacion de la funcional
{3.12) sobre el espacic de variacion de la funcién de control
E(1).
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4. EL PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD Y LA
PROGRAMACION DINAMICA

Consideremos el problema de control {2.1)-(2.8) que
plantea la identificacién de la funcién wu(t) Y sUl respuesta
x(t) que maximizan una cierta funcional objetivo bajo
determinadas restricciones. Supongamos que la solucién
es conocida, y que a partir de un tiempo inicial z, y de un
estado inicial x, = x*(z,) nos mantenemos sobre la respuasta
6ptima hasta un cierto tiempo posterior ¢ arribando a un
nhuevo estade x(z). Consideremos ahora el subproblema de
control que inicia en ese tiempo ¢ en el estado x(1) ¥ que
demanda la maximizacion de la funcional objetivo a partir
de ese punto. El principio de optimalidad de Bellman
establece que bajo las suposiciones del problema original,
la solucion al subproblema arriba definido correspande
exactamente a la porcion restante de la senda dptima x*(z).

De manera sucinta el principio de optimalidad de
Beliman establece que, a partir de cualquier purtto sobre la
trayectoria dptima x*(2), la porcion restante es Optima para
el subproblema que inicia en dicho punto.

Denotemos mediante V{x,z,) e! méximo valor que la
funcional objetivo {2.7) adquiere sobre un proceso de controi
con duracién T - 1, {Figura 1) aplicando una funcién de
control dptimo w*(z) es decir

V(o tg) = max % [ ¥ toxts) s, u(s)pds + AT (1) (4.1)
uell™’®

La funcional V (x,,7,) usualmente se denomina funcién
de valor o de utilidad dptima. En otras palabras V (xp.1y) €5
el mejor valor que la funcional objetivo (2.7) puede obtener
en el subproceso que se inicia en el punto (7,x,) aplicando
lafuncién de control 6ptimo u*(). Sin pérdida de generalidad
supongamos que en el intervalo (#,1,+ Af) con Ar

x*1)

La solucién éptima al subproblema que
se inicié al tiempo 7, en el estado x*(z),
es ¢l segmento final de la trayectoria.

La solucion éptima al problema
original, es la trayectoria completa.

b
2
g

-
ot ]

1 4 T

Figura 1. Principio de optimalidad de Bellman.
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suficientemente pequefio aplicamos una accién de control
fija v = u*(t,). Entonces, utilizando la propiedad aditiva de
W(xo.4o ), €l teorema del valor medio para integrales, y el
principio de optimalidad considerando el subproblema de
control que se inicia en el punto (& + Atxy + fx,ln V)AL
tendremos

Vi) 10, VAT VKo + fixo o VAL L +AD] +0( A1), (4.2)

lim
Af—0

donde (

"(A")) = 0.
At

Resulta clare que si escogemos v de modo tal que el
lado derecho de la desigualdad {4.2) obtenga su maximo
valor posible entonces la relacién de recurrencia

Vixg.to) :maxﬂ(xg, 1y VAL V(g + flx 1o VAL, t0+At)§ +0(AD)
v {4.3)

permitird calcular fa funcion de valor dptimo Vi(x,.1,) asi como
también la funcidn de control éptimo «*(¢) para cada posible
estado inicial x, y cada intervale de longitud 7T - ¢, Este
procedimiento define una de las posibles alternativas para
solucionar un problema de control. Su instrumentacion es
de gran complejidad desde el punto de vista numérico y se
utiliza preferentemente en problemas discretos.

Denotemos mediante Af el término f{x, f, v)AtL.
Entonces, suponiendo que Vix,z,) varia suavements su
expansidn en series de Taylor alrededor del punto (x,,z,) nos
permite obtener

av(xu: fa) av(xo: 15

Vixp+AAftot Ay = Vixg 11 %

Jixo 1o vIAL+o(AL).
(4.4)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.3)
observando que Vix,%,) y su derivada parcial con respecto
a f, no dependen de v; luego de dividir por Ary de pasar al
limite cuando A: tiende a cero obtenemos la ecuacién de
Bellman de la programacidn dinamica.

My t,) M1,

T2t max l(x Ly + —___ﬂx F v) (4.5)

0 v

Esta ecuacion satisface la COHdICIOﬂ de frontera
Vi Ty = yW(Tx(T)). (4.6}

Observamos ademds que la ecuacién {4.5) se cumple
para cualquier par ordenado (z,x) como condicidn inicial. Su
solucidn analitica es a menudo imposible. Si existe,
proporciona una represantacién general de fa familia
completa de soluciones al problema de control (2.1)-(2.8).
Sin embargo en la mayoria de los casos debe de ser
solucionada numéricamente. Una aplicacién de esta
metodologia se ilustra en el apéndice AZ.

H. Echavarria Heras, &t af.

5. EL PRINCIPIO DEL MAXIMO DE PONTRYAGIN

Un procedimiento alternativo para obtener la solucion
al problema de contro! utiliza el llamado principio del méximao
de Pontryagin. En el caso continuo éste demanda la solucidn
de una ecuacion diferencial ordinaria y la maximizacion de
una funcional auxiliar definida en términos de ia funcion de
control. Una derivacién heuristica del principio del maximo
puede obtenerse utilizando el principio de optimalidad y la
ecuacion de Bellman. Para este fin, cansideremos que en el
problema de control (2.1)-(2.8) tanto 7 comao el estado final
x(T) se mantienen fijos. Supongamos como hemos hecho
en la formulacian de la ecuacién (4.5) que el punto inicial
(%) sea variable.

Consideremos la vigencia de la definicién {4.1).
Supongamos que dado un par erdenado (%% fijo, con
O0=1,=<Tu*t) existe y que la respuesta x¥(z) toma el valor
xyen &, Para cada valor de 7 en el intervalo [£,7] tendremos

Voot = | lex(shsu(sids + V ((ih). (5.1)

La inclusién del segundo término en la parte derecha
de la ecuacidn anterior se justifica utilizando el principio de
optimalidad, puesto que x*() corresponde a la trayectoria
dptima asociada con la ley de contrel dptimo w*(z} dado
x*(1y) = x,. Obteniendo la derivada de la ecuacidn {5.1) con
respecto a ¢ estableceremos

a9y +akr)e] f (x*(rJ,t,u*(t))+§7V[x*(r),r] = —1 (e¥(1),tux(r). (9.2)
X

donde los paréntesis cuadrados frente a las derivadas
parciales indican la evaluacién de las mismas en los
argumentos que estos incluyen.

Definamos ahora para cada funcién de respuesta x(z),
asociada con una funcién de control v Uf con f,<r<T,

Gixtv) =— 3 [Jc 1] f(x5v) +§—:/{x,t] Ixty). {5.3)
De la ecuacién {5.2) resulta que
GOct(e) u*(t)) = 0, (5.4)

y por otro lado de las ecuaciones (4.5} y {5.3) se sigue que

max \G(x.1,v), = 0. (5.5)
s ‘

v
Consecuentemente en virtud de la ecuacién {5.4)
obtendremos

max (G(x,t v))=
veld

Gx*(2).6,u*(z)). (5.6)
Si ahora definimos la variable adjunta A(z) mediante

Hidrobiolégica
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MY = s, (5.7)
y el Hamiltoniano # (xtu4) como
Hix.tu;h) = Iixtu) + Meifixtu), {5.8)

al combinar las ecuaciones (5.3) y (5.8} y al evaluar en x¥(1)
y w*(t) tendremos

Mzt nu* k) = Gk tu*) — ?[x*t].
X

Este resultado, en conjuncién con la ecuacién (4.5},
nos permite concluir que la ecuacidn (5.6) es equivalente a
max H(xnwh) = Hxk(t)sud(t)h).

vel {5.9)

Observemos que para i = u*(t) fija, G{tx, «*) alcanza
su maxima para x = x*(1) (véase la ecuacion {5.6)). Entonces
bajo condiciones apropiadas de diferenciabilidad debemos
tener

@g[x*(r),t,u*(t)]: 0.
dx

Equivalentemente en virtud de la ecuacidn (5.3)

Fv, oV arf, a*v adl
e i e B A e 1 }
6x2f dx Ox 0xdt Ox
donde las funciones fy { tienen fos argumentos x*(1),¢,1%(z)
y las derivadas parciales son evaluadas en los mismos. En
virtud de la ecuaci6n (5.7) tenemos

Oh_ BV, L BV

ah A L A L PP N

B P SO Lus () o+ 0,

Esta ecuacion y la anterior nos permite concluir que

A(t) satisface la ecuacion

o_ 3% {5.10)
ar O

donde la derivada parcial se evalda en los argumentos x*(z),
u*(r) ¥y A(z). Esta ecuacién se conoce como adjunta. Los
resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 5.1 Consideremos el problema de control explicitado
mediante las ecuaciones (2.1)-(2.8) y definamos la expresion
Hamiltoniana A(x, t,u,x) mediante la ecuacion (5.8) y la variable
adjunta A(z) mediante la ecuacién (5.7). Supongamos que existe
una funcién de control dptimo «*(1) que resuelva el problema
de optimizacion de la ecuacion (2.8) considerando la vigencia
de la restriccion dindmica (2.1) y la de admisibilidad (2.4).
Supongamos ademds gue »*(1) es una funcion continua sobre
subintervalos contenidos en [z, T]. Si x*(z) es la respuesta
asociada con u*(r) entonces se cumplen las ecuaciones
diferenciales {2.1) y (5.10) v la condicién (5.9), es decir, la
triada (x*(1),u*(t),A1)) maximiza #(x,t,u, A} sobre el conjunto
de admisibilidad U y a lo largo del intervalo de control [z, T].
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Es necesario hacer énfasis en el hecho de que las
ecuaciones (5.9) y (9.10) representan condiciones
necesarias que la funcidn de control éptimo u*(1} y su
respuesta x*(z) deben satisfacer. La ecuacion (5.9}, la cual
es en si misma referida como el principio del maximo,
establece que a cada tiempo ¢ las funciones u*(1) y x*(z)
deben de maximizar el valor de la expresidgn Hamiltoniana
{5.8) sobre las posibles caracterizaciones de la funcidn de
control u(r) que pertenecen al conjunto de admisibilidad 1I. No
es ociose enfatizar que si u(z) pertenece al interior de 1,
entonces {a ecuacion (5.9) implica la condicion

aH

T 0, (:5.1 1)
en ese caso, las ecuaciones (5.10) y {5.11} implican la
vigencia de las ecuaciones de Euler para la solucidn de
problemas variacionales. ‘

En el caso en el cual el problema de contrel no
especifica la condicion terminal (2.3) el principio del méximo
debe extenderse a manera de incluir la llamada condicion
de transversalidad i

urz—gm (5.12)

siendo w{7,x(7)) el valor de liquidacicn de la biomasa en e
horizonte temporal (cf. ec. 2.6). Si este tampoco se especifica
entonces la condicidn de transversalidad toma la forma
particular

MT) = 0. {5.13)

Observamos adicienalmente que tenemos tres
funciones por determinar. La funcion de control 6ptimo a*(1),
la respuesta x*¢z) y la variable adjunta (). Para ésto
tenemos tres ecuaciones. La ecuacidn de estado (2.1}, la
ecuacidn adjunta {5.10), y el principio del maxime
gxplicitado por la ecuacion (5.9). La ecuacidn adjunta vy la
de estado son ecuaciones diferenciales ordinarias. Su
solucidn requiere condiciones iniciales o terminales o
ambas. Dos condiciones de ese tipo se incluyen en el
problema de control ie., las ecuaciones (2.2) y (2.3). Se
reinen, en principio, el ndmero apropiado de condiciones
para determinar x*(z}, u*(t) y A(t) resolviendo en gl caso
mas general un problema de contorno bi-puntual.

6. DETERMINACION DE LA ESTRATEGIA DE
CONTROL OPTIMO PARA UNA PESQUERIA
UNIESPECIFICA

En esta seccién abordaremos el problema de encontrar
la estrategia de control éptimo para el manejo de una
pesqueria basada en una Unica poblacién. Caracterizaremos
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mediante el uso del principio del maximo la funcién de
contral Gptimo E*(z) y la trayectoria 6ptima x*(r) que se
derivan del problema de control correspondiente. Sin perdida
de generalidad supondremios que en la funcién (3.3) G(x())
se expresa como una proporcion de la biomasa. De este
modo el modelo (2.1) para la dinamica poblacional sera

_Ox __ F(x(1)) —qE(1)x(1), {6.1)
at

x{to) = xo, X(T) = xr

obsérvese que en alusion a la ecuacion {3.1) debemos tener
Flx(t)) = x(t)g(x(1)), siendo ¢ una constante positiva que
se conoce como coeficiente de capturabilidad. Con el fin
de facilitar la presentacion consideraremos que el conjunto
de admisibilidad € para la-funcion de controf toma la forma

£ = \E(1)|0SE(t)SEp {6.2)

es -decir, tomaremos E,.../z) como una constante E,,.. Sin
embargo, en el contexto de la ecuacion (3.1) estableceremos
la condicién adicional

Fix)
max jZ -
x % x % <GE .0

esta es, supondremos que la mayor tasa de esfuerzo pesquero
que se puede aplicar induce un valor negativo para la tasa de
crecimiento per capita de la poblacion. Tomaremos como
funcional ebjetivo el valor presente del flujo de ganancias netas
sobre ;,<:=T; {cf. ec. 3.12). Especificamente

{6.3)

JxED) = J: Ta(t)gP(e)x(t) —ix, (DI E(ds,  (6.4)

donde
—rt
a(t):e .f:oﬁ(z)dz, (65)

¥ W(x(¢)) representa el costo de cada unidad de esfuerzo
pesquero cuando el nivel de biomasa es x(7). Supondremos
también que todas las funciones involucradas en (6.4} son
continuamente diferenciables en el intervalo (¢,T). ks
oportuno indicar que nos interesa obtener el maximo valor
posible de la funcional {6.4) al variar E(z) sobre el conjunto
de admisibilidad {6.2). En este contexto el Hamiltoniano
(5.8} estara dado como

Hodt) BN = [onlgP(epdt) — ()] — gh ot B+ MoFa) (6.6}
Definiendo para f,<t=<T la funcién o(t) mediante
of1) = ot gP(tix(1)— (1) —gMD)x(t),

podemos observar que A(x.(1),E(t);A(t)) varia linealmente
en Eft), por lo tanto la condicidn

{6.7)

H(x*, (), EX (1) Me)) = rg?f §H(x(1).E(1); (1))}, (6.8)
t

H. Echavarria Heras, et af.

se cumplird haciendo
E, sic(t)>0

0 sioft) <0 (6.9)

E(t)* =
En el caso en el cual E(r) pertenece al interior de E se
cumple la condicién de maximizacidn (cf. ec. 5.11)

M _g

0E
Esto corresponde al llamado caso de control singular.
Equivalentemente o(z) deberd anularse sobre algin intervalo
de tiempo de longitud positiva. Denotemos mediante x,(z)
la respuesta asociada. Asf de la ecuacion (6.7} tendremos

M) = OE(IJ<P(I) u(xﬁ)))_

(6.10)

4.(1) (6.11)

Segqiin el principio del maximo, la funcidn A(z) satisface
la ecuacidn adjunta (5.10). Por lo tanto para la senda singular
x(t) se cumplird, {cf. ec. 6.7}

e gPO I OB MIGED MOF ((8). (6.12)
Por otro lado de las ecuaciones (6.5) y (6.11) se sigue

POeAD) dx, _oft) dp

@0 dt gufe) de (6.13)

lgualando las ecuaciones (6.12) y (6.13) después de
simplificar tenemos

FOo() = 8() | LEOIC ) dP

_ ) ap
= —a(r)a(r)(wr% )mngT ol

(6.14)
(PO)—Cx(1))) dt
donde la funcion C(x(z)) dada por
Wx(1)
Clx(1) = Ty {6.15)

representa el costo de cada unidad de biomasa capturada.
En el caso auténomo cuando P(r) y &(¢) permanecen
constantes la ecuacién (6.14) genera la ecuacion de fa regla
aurea de Clark {Clark, 1990, pagina 40)
C’(x)F(x)
- P-C(x)

Para cada tiempo ¢ la ecuacién {6.14) define implicita—
mente la senda singular x{z). Si denotamos mediante E (1)
la correspondiente funcidn de control ptime, ésta segin la
ecuacién (6.1) serd

F'x= 8. (6.16)

Flxgt) &

dts
aqxi(t)

En resumen, la trayectoria de control dptimo x%(z) se
determina mediante el uso de la funcidn o(). Los intervalos
en los cuales G(z) mantiene su signo nos permiten escoger
la ley de control 6ptimo E*(¢). Esta tomar4, segiin corresponda,
los valores extremos del conjunto de admisibilidad {cf. ec.

EfD) = (6.17)

Hidrobioldgica
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6.9). Si o(1) se anula en un intervalo entonces la ley de
control éptimo serd E(f) y vendra dada por la ecuacién
{6.17). En virtud de lo anterior a o(z) se le conoce como
funcién de conmutacién. El intervalo donde o(z) se anula se
conoce como intervalo de control singular. La respuesta en
ase caso serd fa senda singular x.(z) y estard dada
implicitamente por la ecuacian {6.14).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x<K
{véase la ecuacidn {3.1)} y que para un tiempo 1>1, se tiene
2*(1)>x,(t). Cualquier subintervalo de [%,7] en el cual la
funcién de conmutacién ofz) se anula y debe necesariamente
incluir a . Mas aitn o(t) debe ser positiva. Si o(t) fuera
negativa necesariamente E¥(t) se anularfa. En este caso
en virtud de las hipGtesis que se establecieron para la
ecuacion {6.1) cualquier trayectoria que inicia arriba de la
trayectaria singular permanece siempre arriba de ésta. Por
lo tanto al mantener la condicién E()=0 impediriamos que
la condicién terminal x,(z)} fuera realizable. Similarmente
tomando en cuenta la vigencia de la ecuacidn (6.3) veremos
que si x*(t)<x(t) entonces o(t) debe ser negativa.
Concluimos entences que necesariamente en términos del
estade del sistema x(7) la ley de control éptimo E*(z) debe

escogerse como Epue  SEX(H)>X,(1)
F*(1) = 40 88 x(t)<x (1)
E(t) si x(t)=x(1}

{(6.18)

Dependiendo de la forma particular que sobre cada
subconjunto de [7,T] tome la ley de contrel E*(z), la
respuesta x*(t) cambiard de forma. Resulta claro que
ninguna de las formas parciales de x*(z} generadas segun
la ecuacién (6.18) puede mantenerse a lo largo del intervalo
[, T]. Por ejemplo, supongamos que x}.(7) es la respuesta
asociada con E*(t) = 0. Mantener x&,(#) en todo el intervalo
de control haré que el beneficio social de la explotacién sea
equivalente al valor de liquidacion del recurso. Similarmente,
si x* (1) se asocia con E*(t) = E,,,, ! pretender sostener la
igualdad x*(2) = x,...{t) sabre [, T] nos llevaria a considerar
un punto ¢, con ty<t,<T en el cual x,(z) coincide con x,...(t)
{Figura 2}. La funcién de conmutacion o(z) se anularia en
dicho punto y por ende, tanto la funcién de control E,...
como su respuesta deben cambiar para dar paso al modo
de control singufar. Por (ltime la senda singular x,(z) solo
fortuitamente podria satisfacer simultdneamente las
condiciones inicial y terminal del problema. Esto nos lleva
a pensar gue se requiere combinar adecuadamente las tres
formas parciales de la respuesta (cf. ec. 6.18) con el fin de
obtener la trayectoria 6ptima sobre [z, 71.

La senda dptima x*(¢) se construye entances del modo
siguiente: si x,<x,(1;), suspendemos la explotacion, i.e.,
hacemos Ef#) = 0 hasta que x*(z) intercepte a x{¢) en el
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tiempo ¢,. Pescamos a continuacion con tasa E,(z) (cf. ec.
6.17) hasta un tiempo £, a partir del cual suspendemos la
explotacion con el fin de permitir que x*(z) satisfaga la
condicidn final {2.3) (Figura 2). Si x,>x%(t,) entonces
explotamos a modo de lograr la mayor tasa descendente
para la biomasa. Es decir hacemos E(t) = E,.... Mantenemos
a continuacién este ritmo de explotacion hasta alcanzar la
trayectoria singular x,(z), suspendiendo la explotacién a
partir del tiempo x, con el fin de permitir que la condicién
final x; se satisfaga. La estrategia del control 6ptimo en el
intervalo [z, 7] se ilustra en la figura (2} para el caso x(T)<xr.

CONCLUSIONES

Hemos pretendido con este trabajo presentar de
manera suscinta los resultados analfticos gue fundamentan
el uso de metodologias de optimizacién dindmica al manejo
de pesquerias. E! enfoque abordado utiliza una
conceptualizacién uniespecifica para el sistema de
explotacién. Dicha aproximacion ha sido cuestionada
prefiriéndose descripciones multiespecificas. Sin embargo
en lo relativo al desarvollo, o bien a la explicacién de
metodologias analiticas dicho enfogue posee la ventaja de
la simplicidad. Los resultados aqui presentados no carecen de
la generalidad requerida por los enfoques multiespecificos, ya
gue pueden extenderse de un modo directo a dimensiones
mayores. La comprensién de los métodos aqui desarrcllados
podra facilitar también el estudio de metodologias
estocasticas tradicionales o bien de enfoques Bayesianos.

Resulta claro que la extensian del presente trabajo
dejara de lado un sinnimero de aspectos importantes. El
caracter multidisciplinario del material abordado explica

x(1)
A

x*T)

B i

: x(t) ;

i control singular 1
P ! 1
Xo E :
Al EO=0  EW=Ef) EH=0

1

! » ¢

0 t ty T

Figura 2. Estrategia de control dptimo para el caso x,{T)<x,. La senda
dptima x*(z) es la curva ABCD si xo<x,(0) y la curva OBCD si
x>x,(0). La senda singular se representa mediante la curva PBCQ.
El punto P coincide con x.(0).




AU g 2

40

dicha proliferacion. La lectura del material bibliografico
contribuir4 sin duda en ia eliminacién de dichas limitaciones.
Nos permitimos recomendar ampliamente la lectura del
seminal tratado de Clark sobre bioeconomia matematica
(Clark, 1990).

En la segunda parte de este trabajo ilustraremos los
meétodos empiricos que permitiran la aplicacién de los
resultados de la presente seccion al andlisis del régimen de
explotacion de dos pesquerias con participacién de flotas
mexicanas. La de anchoveta nortefia (Engraufis mordax), y
la de sardina del Pacifico en el Golfo de California (Sardinops
sagax caeruleus).
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APENDICE A1

La optimalidad de la estrategia de control basada en
E*(r) dada por la ecuacidn (6.18) y su respuesta x*(z) puede
corroborarse utilizando métodaos de programacion dinamica,
Sin embargo siguiendo a Clark y de Pree (1975), es posible
dar una justificacién directa. Para este fin observemos que
la funcional objetivo (€.4) admite la representacidn
equivalente

J(x(),u(t),f) = [ TWoun + Mixown)dr, (A1)
) P
donde
dx
uft) =. ar’ {A1.2)
y
N(x{1),0) = oft)(P(t)— C(x(2)))Fix), (A1.3)
M(x(1),t) = —a(t)(P(t)— C(x(t))). (A1.4)

La funcién C(x(1)) estd dada por la ecuacion (6.15). La
funcional J(x{z),u(z),r) se obtiene a partir de (6.4) eliminando
la variable de control E¢t) mediante el uso de la ecuacién
{6.1) considerando ahora como variable de control u(t) a la
tasa de crecimiento poblacional. El Hamiltoniano x,z,u;1)
es en este caso

Hx.tush) = Nixt) + (M(x1) + Mt)u(r),  (A1.5)
y la correspondiente funcidn de conmutacion G.(7) es

G.(t) = M(x,t) + A(t}. (A1.6)

H. Echavarria Heras, et af.

La trayectoria singuiar se obtiene cuando oz} se anula
sobre algin intervalo de tiempo de longitud positiva, por fo
tanto en ese intervalo la derivada de o,(z) también se
anulara. Obteniendo la derivada de o,(z), utilizando la
ecuacion adjunta (5.10) y las ecuaciones (6.1}, (A1.5) y
(A1.6} establecemos

do, M 8N
dit ~ 9r  Ox -

Por lo tanto vemos que para el caso de control singular
debera cumplirse que

(A1.7}

M _6N |
ar  dx
Un desarrollo algebraico directo nos permite concluir
que la trayectoria singular que se obtiene de la ecuacién
{A1.8) es exactamente la senda singular x{t) dada
implicitamente por la ecuacién {6.14).

(A1.8)

De acuerdo con Clark y De Pree {1875}, supongamos
que las funciones que definen la funcional objetivo {A1.1)
nos permiten establecer las desigualdades

AN oM siempre que x(t)< s.t Al1.9
et Pre que x(z)<x(1) (A1.9)
N <6_M siempre que x(z)=x,(t} {A1.10)
dx Tt

Estableceremos a continuacién una corroboracion
directa de la optimalidad de la estrategia de contro| asociada
con x*(z}. Sin pérdida de generalidad abordaremos el caso
xg<x{fs). Una adaptacién directa permitird obtener las
mismas conclusiones para el caso xg>x,(f,). Consideremos
la trayectoria x*(7) asociada con la estrategia de control
dptimo ilustrada en la Figura {3) mediante la curva ABFQ v

x(1)
y
t---_"'--_-----_--"_---------_: --------- 0
< E(ti=0
D
II : G
1 P i
P |
1 ’, ! 1
0 ’I” ]I i
“1 ]
.70 1
e s
A : ! !
1 L 1 :
0 I, I, Ly T

Figura 3. Estrategia de control basadz en la senda dptima x*¥(¢)
representada por la curva ABFQ vy estrategia alternativa basada en
x,(t) representada por la curva ACDQ. La senda singular x,(t) se
representa por la curva OBDFG. x,(0) coincide con el punto Q.
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sigamos alternativamente la trayectoria x,(z) representada
mediante la linea punteada ACDO.

Sea ¢, el punto a partir del cual se inicia el modo de
control singular, ¢, el punto donde x.{#) intersecta x*(1) y 1,
el extremo final del intervalo de control singular, antonces
para t,.se cumplira la igualdad

[ b e e

] (Ndt + Mdx) [ (Ndt + Mdx)

B {ACDBA(N(X’ tidt + M{(x,t)dx)

”(‘;f %M>dtdx>()

Este resultado se fundamenta mediante la aplicacion
del teorema de Gresn considerande que la regién Q
delimitada por la curva ACDBA se encuentra acotada
superiormente por la senda singular x,(¢), y por lo tanto la
condicién (A1.9) es vigente.

La misma argumentacion es valida para el intervalo
=t<T (véase Clark y De Pree, 1975} por fo tanto
concluimos que JOx*(t), (1), >J(x,(t),u*(t).1). Resulta claro
que el argumento puede aplicarse a cualquier curva arbitraria
x,(t) diferente de x*(¢), consecuenternente la senda x*(r)
es ciertamente la solucion a nuestro problema de control
éptimo.

APENDICE A2

En este apéndice ilustraremos el uso de métodos de
programacion dindmica para establecer la estrategia de control
dptimo de la pesqueria uniespecifica considerada. Consecuen—
temente sin pérdida de generalidad abordaremos el caso
auténomo de las ecuaciones (6.4) y (6.5} en el cual P(r) y &1)
permanecen constantes. Asi mismo supondremos gue es
posible aplicar controles de impulso (Clark, 1976, pagina 48).

Utilizando el principio de optimalidad (véase la
ecuacién (4.3})), tomando en cuenta la funcional objetivo
(6.4} y considerando nque el proceso de control se inicia en
un tiempo t a partir de un estado inicial x(¢), tenemos para
la funcién de valor V(x,t)

Vixt)= nmxa(.r)(qu(r) —H G ENE( et + V) +F (2 L E( )t t+dz)?+o(dx)
(AZ 1)

y cotrespondientemente la ecuacion de Bellman (véase la
ecuacidn (4.5)) en este caso serd
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%” +max§a(r)(qpx(r) () E(t)+ —fF(x) qE(r)x(r»% =0 (A22)

Eft)

la cual también puede expresarse como

i +Fix} al+m§((a (tHapx(t)—p (i)~ aqu{ t)> E{ t)% =

6[ @C E(t) y ax

la solucion de esta ecuacion diferencial parcial puede
simplificarse suponiendo V(x,z) que tiene la forma

Vix,t) = oft)V(x) {A2.3)
entonces la ecuacidn de Bellman se transforma en
V(x) —F()V (x)+((p - C(x)) —V'(x))gu()E*(t) = 0 {A2.4)

donde C(x) esta dado por la ecuacion (6.15) y E*(r) se
escoge ComMo

Bty = B 5L —CEN>V(3)

0  si(p—Clx))<V'(ix) (AZ.5)

Consideremos ahora la estrategia que mantiene el nivel
de biomasa poblacional en un valor constante x; (estrategia
de escape constante o de biomasa remanente constante o en
equilibrio). La funcién de valor Wix) {la cual denota el valor
presente de los ingresos netos que se obtienen mediante la
aplicacion de ia anterior estrategia con la condicién x(f;) = x;)
satisface, luego de usar un argumento similar al utilizado en el
establecimiento de |a ecuacion {A2.4)

OWix)—F(x)W'(x)=0 para

X<X,

SW(x)—[F(x)—E,.)JW(x) = E,{p—C(x)) para x>x..

Esto es, en el intervalo (#,x,), Wsatisface la ecuacidn
homogénea

w’ (x)—;(““)W(x} 0 {A2.5)
y en &l intervalo {x, =), la ecuacién no homogénea
vt Ealp— Clx)].
W’(x} Emm—F(x) Wix) _diEm—F(x) (A2.7)
Para x = x,

Wix)= J e ¥p— Clx )| Fix)dt=[p— C(x)]F(xs){% {AZ2.8)

Para determinar explicitamente W(x) las ecuaciones
diferenciales (A2.6} y (A2.7) pueden resolverse mediante
el uso del resultado de la ecuacion (AZ2.8) como condicidn
de frontera. Esto permite obtener

g

W)=
> E,o—F(z)

p—Clxs _5T
5 F(x)exp[( }(l—e Y (A2.9)



L

para f,=x=<x,. Usando el método de variacién de pardmetros
la solucién de la ecuacitn {A2.7) para x>.x, vendra dada por

= x_Odz (A2.10)
Wix)= K{xJexp|—| ——— .
{ {x.)e P[ L E..—F(
donde
Kix)= d _C(xS)(l—e*"")F(x,j—b—f Enlp— U U;r d dz)dr:
8 E,—F(r} Epo—F(z)

(A2.11)

Nétese que cuando £, oo los témminos exponenciales
en (A2.10) se anulan y

—Cfx,
Wix) »35—3 Fix)+ [* o ~Clo)lds para x>x,,

Consideremos a continuacidén el problema de Iz obtencién
del mejor nivel de escape constante. Si dW(x)/dx, = 0 posee
solucién (inica para toda x entonces claramente dicha condicién
lo determinaré. Derivando las ecuaciones {A2.9) y (A2.10) con
respecto a x, se confirmara que dW{(x)/dx,= 0 para toda x,
siempre y cuando x, satisfaga

d 7C{ s,
d_x,,(p 5 I)Fm) = p—Clx).

{AZ2.12)

Derivando el lade izquierdo de la ecuacion {(A2.12) se
obtiene la ecuacion de la regla aurea (cf. ec. 6.16).
Supondremos que las funciones involucradas en dicha ecuacion
satisfacen las condiciones necesarias de concavidad o
convexidad para garantizar la existencia de una solucién tnica
x* que determina que el lado izquierdo en {A2.12) sea mayor
que el derecho para x<x*, y lo contrario para x>x*. En
este caso, x* dada por la ecuacién de la regla aurea proveera
el mayor nivel de escape constante.

Solo nos falta demostrar que esta estrategia de escape
constante es la mejor de todas las posibles. Para lograrlo
demostraremos que la funcién de valor comrespondiente
W#(x) satisface la ecuacién de Bellman (A2.4). De las
ecuaciones {A2.4), (A2.6) y (A2.7) puede verse que éste
seré el caso siempre que se cumplan las condiciones

W*'(x)} > p—Cfx) para x < x*
W*’(x) < p—({x) para x > x*
W*’(x) = p—C(x) para x = x*

Para establecer el resultado en cuestién notamos
primeramente que si x = x* se tiene

W) p; Cix)

F(x),

H. Echavarria Heras, et af.

puesto que un nivel de la biomasa remanente constante a nivel
x* resulta ser una estrategia mejor que el correspondiente a
un nivel x. Entonces de la ecuacion {A2.6), para x < x* se tendra

W (x)= %)W*(x) > pCfx)

y de [a ecuacion {A2.7) para x > x*

Eulp—Col 5
E,..— F(x) Eope—

W (x)= We(x)< p—C(x).

Fix)
Finalmente, de la ecuacién (A2.6) se sigue que

W ()= ;{‘5;) WHx)> p—Cle®)

y de la ecuacion {A2.7) que

Eulp—Co)  p—Cix)
B F(x*)  Epu— Fx*)

W*'(x% )= F(x*}= p—C(x*).
Con esto concluimos la demostracién de que W*(x)
satisface la ecuacién de Bellman. Consecuentemente, la
biomasa remanente a nivel x* es la estrategia dptima, vy el
valor presente de la reserva de capital V(x) es W*(x). Esto
es, una expresion explicita para V(x) esté dada por las
ecuaciones (A2.9) y (A2.10) con x, substituida por x*.
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